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A. Общая характеристика работы
Диссертация посвящена исследованию решений уравнения Лапласа—
Бельтрами и стационарного уравнения Шредингера на некомпактных ри-
мановых многообразиях. Рассматриваемый круг задач и используемые ме-
тоды большей частью принадлежат теории функций, теории потенциала
и теории уравнений в частных производных.
Актуальность темы. Исторические сведения. В исследованиях по-
следних десятилетий была отмечена глубокая связь между классическими
проблемами теории функций, теорией решений эллиптических уравнений
в частных производных второго порядка, в частности, уравнения Лапласа-
Бельтрами и стационарного уравнения Шредингера, и геометрией рима-
новых многообразий. Данная тематика нашла свое развитие в работах
российских и зарубежных математиков: М. Андерсона, С.К. Водопьяно-
ва, А.А. Григорьяна, А.А. Клячина, В.А. Клячина, Е.М. Ландиса, П. Ли,
А.Г. Лосева, Е.А. Мазепы, В.Г. Мазьи, В.М. Миклюкова, Н.С. Надира-
швили, Л. Ниренберга, О.А. Олейник, Ю.Г. Решетняка, С.Л. Соболева,
Д. Сулливана, Л.Ф. Тама, В.Г. Ткачева, Н.Н. Уральцевой, С.Т. Яу и ряда
других авторов.
Изучение эллиптических уравнений на римановых многообразиях яв-
ляется достаточно новым направлением в современной математике и ле-
жит на стыке математического анализа, теории уравнений с частными
производными, дифференциальной геометрии, теории случайных процес-
сов. Истоки указанной проблематики восходят к классификационной тео-
рии двумерных некомпактных римановых многообразий и поверхностей.
Важный класс проблем данного направления относится к получению тео-
рем типа Лиувилля, утверждающих тривиальность пространств ограни-
ченных решений некоторых эллиптических уравнений на многообразии.
Классическая формулировка теоремы Лиувилля утверждает, что всякая
ограниченная гармоническая в Rn функция является тождественной по-
стоянной. В последнее время осуществляется следующий подход к тео-
ремам типа Лиувилля. Пусть на римановом многообразии M задан класс
функций A и эллиптический оператор L. Будем говорить, что на M выпол-
нено обобщенное (A, L)-лиувиллево свойство, если пространство решений
уравнения Lu = 0, принадлежащих функциональному классу A, имеет ко-
нечную размерность. Достаточно подробно об этой тематике написано в
обзоре А.А. Григорьяна [2], в работе А.Г. Лосева [7] и др. Оценки раз-
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мерностей различных пространств решений эллиптических уравнений на
некомпактных римановых многообразиях были получены в работах ряда
математиков (см. [1]–[8] и др.).
Многие работы были посвящены изучению решений эллиптических
уравнений на многообразиях с концами. Так, П. Ли, Л.Ф. Там в [5]
доказали, что если многообразие M имеет m концов, то размерность
пространства гармонических на M функций, которые ограничены либо
сверху, либо снизу на каждом конце, не меньше, чем m. Там же было
доказано, что если M имеет гиперболический тип, то размерность конуса
неотрицательных гармонических на M функций также не меньше, чем m.
На многообразиях с регулярными концами А.А. Григорьяном в ра-
боте [1] была доказана разрешимость некоторых краевых задач для по-
ложительных гармонических функций и были получены оценки размер-
ности пространства ограниченных и конуса положительных гармониче-
ских функций. Здесь под регулярностью конца понимается выполнение
неравенства Харнака для неотрицательных гармонических функций на
соответствующем конце. А.Г. Лосевым в работе [6] были получены усло-
вия выполнения теорем типа Лиувилля на многообразиях с модельными
концами, а также даны точные оценки размерности пространства ограни-
ченных и конуса положительных гармонических функций на таких мно-
гообразиях.
В работах А.А. Григорьяна, С.В. Кима, Я.Х. Ли, А.Г. Лосева, Е.А. Ма-
зепы и других математиков также рассматривались решения эллиптиче-
ских уравнений более общих, чем уравнение Лапласа-Бельтрами, в част-
ности, решения стационарного уравнения Шредингера (далее — L-гармо-
нические функции)
Lu ≡ ∆u− c(x)u = 0, (1)
где c(x) — гладкая неотрицательная функция.
Так, А.Г. Лосевым и Е.А. Мазепой в работе [8] были найдены усло-
вия разрешимости задачи Дирихле для ограниченных L-гармонических
функций на многообразиях с квазимодельными концами.
В работе С.В. Кима, Я.Х. Ли [4] была получена оценка размерности
конуса положительных и пространства ограниченных L-гармонических
функций на многообразиях с L-регулярными концами. Здесь L-регуляр-
ность означает выполнение неравенства Харнака для неотрицательных
L-гармонических функций на соответствующих концах.
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Целью работы является дальнейшее исследование связей между гео-
метрическим строением некомпактных римановых многообразий и пове-
дением решений уравнений Лапласа—Бельтрами и Шредингера на таких
многообразиях, получение необходимых и достаточных условий разреши-
мости некоторых краевых задач для рассматриваемых уравнений и оцен-
ка размерностей различных пространств решений уравнений Лапласа—
Бельтрами и Шредингера на некомпактных римановых многообразиях.
Методика исследования. В работе применяется техника априорных
оценок решений уравнений Лапласа—Бельтрами и Шредингера, метод
Фурье и другие методы, относящиеся к теории потенциала и теории
уравнений с частными производными. Используются также теоретико-
функциональные методы, связанные с исследованием поведения решений
рассматриваемых уравнений на римановых многообразиях специального
вида.
Научная новизна и практическая значимость. В настоящей дис-
сертационной работе исследованы свойства гармонических и L-гармо-
нических функций на римановых многообразиях, введено понятие L-
параболичности типа риманова многообразия, получены условия выпол-
нения теорем типа Лиувилля для различных классов гармонических и
L-гармонических функций. В работе развивается подход к постановке
краевых задач на некомпактных римановых многообразиях с концами,
основанный на введении понятия класса [f ] эквивалентных на каждом
конце многообразия M непрерывных ограниченных функций.
Диссертация носит теоретический характер. Результаты могут быть
использованы в научных коллективах, занимающихся изучением решений
эллиптических дифференциальных уравнений на римановых многообра-
зиях, а также найти применение в специальных курсах по математиче-
скому анализу.
Результаты, выносимые на защиту.
1. Получено обобщение понятия параболичности и гиперболичности
типа некомпактного риманова многообразия и любого его открытого
подмножества для стационарного уравнения Шредингера (1). Дока-
зана теорема Лиувилля для ограниченных L-гармонических функ-
ций на многообразиях L-параболического типа.
2. Получен критерий L-строгости конца многообразия.
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3. Получены оценки размерностей различных пространств L-гармони-
ческих функций на римановых многообразиях с произвольными кон-
цами, найдены условия точности данных оценок.
4. Получены условия существования и единственности решений неко-
торых краевых задач, аналогичных, так называемой, третьей краевой
или смешанной задаче.
5. Получены необходимые и достаточные условия на вид метрики ква-
зимодельных концов многообразия, при которых а) концы являются
L-регулярными; б) на таком многообразии выполнена теорема типа
Лиувилля; в) на таком многообразии разрешимы, причем единствен-
ным образом, некоторые краевые задачи.
Структура и объем диссертации. Диссертация содержит 100 стра-
ниц и состоит из введения, трех глав и приложения. Главы разделяются
на параграфы с подчиненной нумерацией. Библиография содержит 60 на-
именований.
Апробация работы. Основные результаты данной работы доклады-
вались на Международной школе-конференции “Геометрический анализ
и его приложения” (г. Волгоград, 2004 г.); Международной научной
конференции “Актуальные проблемы математики и механики” (г. Ка-
зань, 2004 г.); Международной школе-конференции “Современные ме-
тоды теории краевых задач” (г. Воронеж, 2007); Международной конфе-
ренции “Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения”
(г. Новосибирск, 2007); 8-й Международной Казанской летней научной
школе-конференции “Теория функций, ее приложения и смежные вопро-
сы” (г. Казань, 2007); 7-й молодежной научной школе-конференции “Ло-
бачевские чтения — 2008” (г. Казань, 2008); на научных конференциях
молодых ученых Волгоградской области (2002 — 2008 гг.), в разное вре-
мя на семинарах ВолГУ “Геометрический анализ и его приложения” (рук.
проф. В.М. Миклюков) и “Эллиптические дифференциальные уравнения
второго порядка на римановых многообразиях” (рук. проф. А.Г. Лосев);
на семинаре кафедры уравнений математической физики Самарского го-
сударственного университета (рук. проф. О.П. Филатов); на семинаре по
геометрической теории функций кафедры математического анализа Ка-
занского государственного университета (рук. проф. Л.А. Аксентьев).
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Публикации. Основные научные результаты, включённые в диссер-
тационную работу, опубликованы в 12 печатных работах автора. Все ре-
зультаты из совместных статей, выносимые автором на защиту, получены
им самостоятельно.
Пользуясь случаем, автор хотел бы выразить глубокую благодарность
за полезные обсуждения и замечания по теме настоящей работы своему
научному руководителю д.ф.-м.н. А.Г. Лосеву, а также к.ф.-м.н. Е.А. Ма-
зепе и В.Ю. Чебаненко.
B. Содержание работы
Все утверждения сохраняют принятую в основном тексте нумерацию.
В работе рассматриваются L-гармонические функции, т.е. решения урав-
нения (1) на некомпактных римановых многообразиях с пустым краем.
Глава 1. “L-параболичность типа римановых многообразий”
Первый параграф данной главы носит вводный характер. Здесь содержат-
ся сведения, которые используются в работе и напоминаются некоторые
понятия анализа на римановых многообразиях. В частности, определя-
ется оператор Лапласа—Бельтрами и стационарный оператор Шрединге-
ра на римановом многообразии, приводятся определения функции Грина
оператора Лапласа—Бельтрами на многообразии, емкости конденсатора и
параболичности типа риманова многообразия, а также определение гар-
монической и L-гармонической функции. Кроме того, излагаются харак-
теристические свойства многообразий параболического типа.
Во втором параграфе первой главы вводится определение L-парабо-
личности типа произвольного открытого подмножества многообразия M ,
а затем и всего многообразия.
Определим сначала понятие L-гармонической меры произвольного
непустого открытого множества Ω ⊂⊂ M с гладкой границей ∂Ω. Всюду
далее предполагаем, что M — многообразие без края.
Пусть {Bk}
∞
k=1 — гладкое исчерпание M , т.е. последовательность пред-
компактных открытых подмножеств с гладкими границами ∂Bk такая, что
Bk ⊂ Bk+1 для всех k ≥ 1 и ∪
∞
k=1Bk = M . При этом предполагаем, что
исчерпание выбрано таким образом, что ∂Bk и ∂Ω трансверсальны для
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всех k. Пусть uk является решением следующей задачи Дирихле в Ω∩Bk

Luk = 0 в Ω ∩Bk,
uk = 0 на ∂Ω ∩Bk,
uk = 1 на ∂Bk ∩ Ω.
Последовательность функций {uk}
∞
k=1 в силу принципа максимума
убывает и ограничена. Тогда существует предельная функция uΩ =
= lim
k→∞
uk, которую мы будем называть L-гармонической мерой множе-
ства Ω. В случае Ω = M , функцию LM ≡ uM называют функцией Лиу-
вилля многообразия M (см. [3], [4]).
Нам также понадобится понятие L-потенциала произвольного откры-
того множества Ω многообразия M , которое мы вводим по аналогии с
определенным в работе [9] понятием L-потенциала многообразия. Пусть
{vk}
∞
k=1 — последовательность решений следующих задач Дирихле

Lvk = 0 в Bk ∩ Ω,
vk = 1 на ∂Ω ∩Bk,
vk = 0, на ∂Bk ∩ Ω.
Последовательность функций {vk}
∞
k=1 в силу принципа максимума моно-
тонно возрастает и сходится к предельной функции vΩ(x) = lim
k→∞
vk(x),
которая является L-гармонической в Ω и 0 ≤ vΩ(x) ≤ 1 в Ω. Функция
vΩ(x) называется L-потенциалом множества Ω.
Определение 1.4. Будем говорить, что множество Ω имеет L-параболи-
ческий тип, если его L-гармоническая мера uΩ ≡ 0. В противном случае
будем говорить, что Ω имеет L-гиперболический тип. Будем говорить, что
многообразие M имеет L-параболический тип, если функция Лиувилля
многообразия LM ≡ 0. В противном случае будем говорить, что M имеет
L-гиперболический тип.
Основным результатом первой главы является следующее утвержде-
ние.
Теорема 1.2 (Теорема Лиувилля). Пусть M — многообразие L-парабо-
лического типа, c(x) 6≡ 0. Тогда всякая ограниченная L-гармоническая
на M функция является тождественным нулем.
В третьем параграфе первой главы вводится определение многообра-
зия с концами. Пусть M — полное некомпактное риманово многообразие
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и B ⊂ M — компактное множество. Связную неограниченную компо-
ненту Di ⊂ M \ B такую, что ∂Di — компакт, будем называть концом
M по отношению к B (см., например, [2]). Если число концов M от-
носительно некоторого компактного множества равномерно ограниченно
сверху целым числом, то говорят, что M имеет конечное число концов.
В этом случае существует такой компакт B, что M \ B имеет ровно k
неограниченных компонент.
В третьем параграфе показано, что многообразие с конечным числом
концов имеет L-параболический тип тогда и только тогда, когда все его
концы имеют L-параболический тип.
Зафиксируем некоторый конец Di. Пусть {B
i
k}
∞
k=1 — гладкое исчер-
пание конца Di, т.е. последовательность предкомпактных открытых под-
множеств с гладкими границами ∂Bik такая, что ∂Di ⊂ B
i
k, B
i
k ⊂ Di,
B
i
k \ ∂Di ⊂ B
i
k+1 для всех k ≥ 1 и ∪
∞
k=1B
i
k = Di. Будем говорить, что
непрерывные ограниченные на Di функции f1(x) и f2(x) эквивалентны
на Di, и использовать обозначение f1(x) ∼ f2(x), если выполнено равен-
ство
lim
k→∞
sup
Di\Bik
|f1(x)− f2(x)| = 0.
Понятие эквивалентных функций не зависит от выбора исчерпания конца
Di. Обозначим класс эквивалентных f функций через [f ].
Будем говорить, что функции f1 и f2 слабо эквивалентны на Di, если
|f1(x)− f2(x)| ≤ CvDi(x)
на Di для некоторой константы C. Здесь vDi — L-потенциал конца Di.
В параграфе 3 первой главы показано, что введенное отношение слабой
эквивалентности действительно является отношением эквивалентности.
Обозначим класс слабо эквивалентных f функций через [f ]∗.
В дальнейшем нам потребуется определение L-строгого конца мно-
гообразия и L-регулярного конца многообразия. При этом, понятие L-
строгого конца мы введем по аналогии с определением L-строгого много-
образия, приведенного в работе Мазепы Е.А. [9].
Определение 1.7. Будем говорить, что конец Di является L-строгим, если
его L-потенциал vDi ∈ [0].
Определение 1.8 ([4]). Говорят, что конец Di является L-регулярным,
если на нем выполнено неравенство Харнака для всякой неотрицательной
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L-гармонической функции, т.е. существует такая константа C > 0, что
для всех достаточно больших r > 0 и для всякой неотрицательной L-гар-
монической на (B2r(o) \Br/2(o)) ∩Di функции f выполнено
sup
∂Br(o)∩Di
f ≤ C inf
∂Br(o)∩Di
f.
Здесь Br(o) — геодезический шар радиуса r с центров в точке o ∈ B.
Отметим, что введенные определения L-строгого конца и конца L-ги-
перболического типа не эквивалентны.
В четвертом параграфе первой главы приводится определение квази-
модельного конца и указаны необходимые и достаточные условия на вид
метрики квазимодельного конца, при которых он имеет L-гиперболичес-
кий тип.
Результаты первой главы опубликованы в работах [11], [16], [18], [20].
Глава 2. ”L-гармонические функции на многообразиях с конца-
ми“ Данная глава посвящена изучению свойств L-гармонических функ-
ций на римановых многообразиях с концами.
Пусть Di — некоторый конец многообразия. Будем говорить, что функ-
ция fi принадлежит классу допустимых на конце Di функций, если на
конце Di существует L-гармоническая функция u такая, что u ∼ fi на Di.
Всюду далее через Ki будем обозначать класс допустимых на конце
Di функций.
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 2.1. Следующие условия эквивалентны.
(A) Существует L-гармоническая на Di функция u(x) такая, что
u(x)|∂Di < 1, u(x)|Di ∼ vDi.
(B) Существует L-гармоническая на Di функция u(x) такая, что
u(x)|∂Di > 1, u(x)|Di ∼ vDi.
(C) Для любой непрерывной на ∂Di функции Φ и для любой непре-
рывной ограниченной на Di функции fi ∈ Ki существует L-гармони-
ческая на Di функция h(x) такая, что h ∈ [fi], h|∂Di = Φ.
(D) Конец Di является L-строгим.
Замечание. Импликация (D) → (C) доказана в [9].
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Всюду далее будем считать, что M = B ∪D1 ∪ . . .∪Ds+l — произволь-
ное многообразие без края с концами D1, . . . , Ds+l, где D1, . . . , Ds — концы
L-параболического типа, Ds+1, . . . , Ds+l — концы L-гиперболического ти-
па. При этом предполагаем, что компакт B выбран таким образом, что
многообразие M имеет ровно s + l концов относительно любого другого
компакта B′ ⊃ B.
Обозначим через BHL(M), H
+
L(M) и H
′
L(M) пространство ограничен-
ных L-гармонических на M функций, конус неотрицательных L-гармони-
ческих на M функций и пространство L-гармонических на M функций,
ограниченных с одной стороны на каждом конце многообразия, соответ-
ственно.
Отметим, что из некомпактности многообразия M следует, что оно
имеет как минимум один конец, откуда s + l ≥ 1.
Во второй главе были получены следующие утверждения.
Теорема 2.2. Пусть M — многообразие, имеющее s концов D1, . . . , Ds
L-параболического типа и l концов Ds+1, . . . , Ds+l L-гиперболического
типа, c(x) 6≡ 0 на Di, i = 1, . . . s. Тогда
dim BHL(M) ≥ l, dim H
+
L(M) ≥ s + l, dim H
′
L(M) ≥ s + l.
Замечание. В случае l = 0 под записью dim BHL(M) = 0 будем понимать
справедливость теоремы Лиувилля для ограниченных L-гармонических
на M функций.
Теорема 2.3. Пусть M — многообразие, имеющее s концов D1, . . . , Ds
L-параболического типа и l концов Ds+1, . . . , Ds+l L-гиперболического
типа, c(x) 6≡ 0 на Di, i = 1, . . . s, и все концы L-регулярны. Тогда
dim H+L(M) = dim H
′
L(M) = s + l, dim BHL(M) = l.
Замечание. Условие c(x) 6≡ 0 на Di, i = 1, . . . s в формулировках тео-
рем 2.2 и 2.3 является существенным. Например, для неотрицательных
гармонических функций выполнена теорема Лиувилля на многообразиях
параболического типа (случай l = 0), т.е. dim H+L(M) = 1 вне зависимости
от количества s концов параболического типа.
Замечание. В случае, когда многообразие M содержит хотя бы один L-
строгий конец L-гиперболического типа, не являющийся L-регулярным,
пространство BHL(M) а, следовательно, и H
′
L(M), и конус H
+
L(M), могут
быть бесконечномерными (см. [8]).
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Теорема 2.4. Пусть M — многообразие, имеющее s концов L-парабо-
лического типа и l ≥ 1 концов L-гиперболического типа. Тогда для
любого набора непрерывных ограниченных функций fj ∈ Kj, j = s +
+ 1, . . . , s + l, существует функция u ∈ BHL(M) такая, что u ∈ [fj]
∗ на
Dj, j = s + 1, . . . , s + l.
Теорема 2.5. Пусть M — многообразие, имеющее s концов L-парабо-
лического типа и l ≥ 1 концов L-гиперболического типа, причем все
его концы L-гиперболического типа являются L-строгими. Тогда для
любого набора непрерывных ограниченных функций fj ∈ Kj, j = s +
+ 1, . . . , s + l, существует единственная функция u ∈ BHL(M) такая,
что u ∈ [fj] на Dj, j = s + 1, . . . , s + l.
Отметим, что в работе [4] утверждалось (без приведения доказатель-
ства), что всякая неотрицательная L-гармоническая функция на много-
образии, содержащем лишь концы L-параболического типа, есть тожде-
ственный ноль. Однако, в случае c(x) 6≡ 0, это не так, что легко проверить,
рассмотрев, например, решения уравнения ∆u− u = 0 на цилиндре в R3.
Более того, из теоремы 2.2 следует, что на таком многообразии размер-
ность конуса неотрицательных L-гармонических функций будет не менее
числа концов многообразия.
Другой целью второй главы является рассмотрение случая c(x) ≡ 0,
т.е. гармонических функций. Заметим, что не все сформулированные вы-
ше утверждения будут справедливы без изменений и для гармонических
функций. Например, как уже указывалось, на многообразии, содержа-
щем лишь концы L-параболического типа, теорема Лиувилля выполнена
для ограниченных и не выполнена для неотрицательных L-гармонических
функций. В то же время, на многообразии, содержащем только концы па-
раболического типа, теорема Лиувилля выполнена как для ограниченных,
так и для неотрицательных гармонических функций (см., например, [2]).
При рассмотрении гармонических функций появляется возможность по-
становки задач с условиями на концы не только гиперболического, но и
параболического типа. Соответственно, происходит расширение функцио-
нального класса, в котором ищутся решения рассматриваемых задач. Для
постановки краевых задач нам потребуется понятие потока гармонической
функции по концу многообразия.
Определение 2.1. Потоком гармонической функции u по концу Di назо-
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вем число
flux
Di
u =
∫
∂Bi
k
\∂Di
∂u
∂ν
dµ′,
где ν — единичная внешняя нормаль к Bik, k — произвольный фиксиро-
ванный номер.
Заметим, что в силу формулы Грина определение потока не зависит от
выбора k.
Обозначим через BH(M), H+(M) и H′(M) пространство ограниченных
гармонических на M функций, конус неотрицательных гармонических на
M функций и пространство гармонических на M функций, ограниченных
с одной стороны на каждом конце многообразия, соответственно. Спра-
ведливы следующие утверждения
Теорема 2.6. Пусть M — многообразие, имеющее s концов параболиче-
ского типа и l концов гиперболического типа, l ≥ 1. Тогда для любых
констант a1, . . . , as и любых непрерывных ограниченных функций fj ∈
∈ Kj, j = s + 1, . . . , s + l, существует функция u(x) ∈ H
′(M) такая,
что
flux
Di
u(x) = ai, i = 1, . . . , s, u(x) ∈ [fj]
∗ на Dj, j = s + 1, . . . , s + l.
Теорема 2.7. Пусть M — многообразие, имеющее s концов параболи-
ческого типа и l концов гиперболического типа, l ≥ 1, при этом все
концы гиперболического типа являются ∆-строгими, а концы парабо-
лического типа регулярными. Тогда для любых констант a1, . . . , as и
любых непрерывных ограниченных функций fj ∈ Kj, j = s + 1, . . . , s + l,
существует единственная функция u(x) ∈ H′(M) такая, что
flux
Di
u(x) = ai, i = 1, . . . , s, u(x) ∈ [fj] на Dj , j = s + 1, . . . , s + l.
Теорема 2.8. Пусть M — многообразие, имеющее s концов парабо-
лического типа и l концов гиперболического типа. Если все концы
многообразия регулярны, то
dim H′(M) = s + l.
Результаты главы 2 опубликованы в работах [13]–[15].
Глава 3. ”L-гармонические функции на римановых многообрази-
ях с квазимодельными концами“ Данная глава посвящена изучению
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свойств L-гармонических функций на римановых многообразиях с ква-
зимодельными концами. Всюду далее считаем, что M — многообразие с
квазимодельными концами, т.е. каждый конец Di многообразия M изо-
метричен прямому произведению (r0, +∞)×Si1×Si2× ...×Sik с метрикой
ds2 = dr2 + g2i1(r)dθ
2
i1 + ... + g
2
ik(r)dθ
2
ik,
где Sij — компактные римановы многообразия без края, gij(r) — положи-
тельные гладкие на (r0, +∞) функции, dθ
2
ij — метрика на Sij, j = 1, . . . , k,
k = k(i). Будем также предполагать, что c(x) ≡ ci(r) на каждом конце Di.
Пусть nij = dim Sij. Введем обозначения
si(t) = g
ni1
i1 (t)...g
nik
ik (t), qij(t) =
si(t)
g2ij(t)
, Qi =
∞∫
r0
1
si(t)
dt,
Jij =
∞∫
r0
1
si(t)


t∫
r0
qij(z)dz

 dt, Nij =
∞∫
r0
1
si(t)


∞∫
t
qij(z)dz

 dt,
где j = 1, ..., k.
В первом параграфе третьей главы рассматриваются гармонические
функции, т.е. случай c(x) ≡ 0 на M .
Теорема 3.1. Пусть Di — квазимодельный конец. Справедливы следую-
щие утверждения.
(i) Если конец Di имеет гиперболический тип, то Di является ре-
гулярным тогда и только тогда, когда Jij = ∞ для всех j = 1, . . . , k.
(ii) Если конец Di имеет параболический тип и Nij = ∞ для всех
j = 1, . . . , k, то Di является регулярным.
Замечание. Конец Di имеет гиперболический тип тогда и только тогда,
когда Qi < ∞. Кроме того, всякий квазимодельный конец гиперболиче-
ского типа является ∆-строгим.
Будем говорить, что квазимодельный нерегулярный конец Di гипербо-
лического типа является нерегулярным концом порядка (k, si) (1 ≤ si ≤
k), если Jij < ∞ для всех j ≤ si и Jij = ∞ при j > si.
Следующее утверждение является следствием теоремы 3.1 и результа-
тов, полученных во второй главе диссертации.
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Следствие 3.2. Пусть M имеет s квазимодельных концов D1, ..., Ds па-
раболического типа, l квазимодельных регулярных концов Ds+1, ..., Ds+l
гиперболического типа и p квазимодельных нерегулярных концов
Ds+l+1, ..., Ds+l+p гиперболического типа порядков (k1, s1), ..., (kp, sp), со-
ответственно. Пусть l + p ≥ 1. Тогда для любого набора (a1, ..., as,
bs+1, ..., bs+l, Φs+l+1, ..., Φs+l+p), где a1, ..., as, bs+1, ..., bs+l — произвольные
константы, а Φi = Φi(θi1, ..., θisi) — непрерывные на Si1× ...× Sisi функ-
ции (i = s + l + 1, . . . , s + l + p), существует функция u ∈ H′(M) такая,
что
flux
Di
u = ai, i = 1, ..., s; lim
Di
u = bi, i = s + 1, ..., s + l;
lim
r→∞
u(r, θi1, . . . θik) = Φi(θi1, . . . , θisi) на Di, (2)
i = s + l + 1, ..., s + l + p.
При этом, если все концы параболического типа D1, ..., Ds являются
регулярными, то решение краевой задачи (2) будет единственным в
H
′(M).
Существование решения задачи (2) без условий на концы параболиче-
ского типа среди функций u ∈ BH(M) ранее было доказано А.Г. Лосевым
и Е.А. Мазепой в работе [8]. В следствии 3.2 получено обобщение дан-
ного результата: в постановке задачи появляются условия на концы па-
раболического типа, решения ищутся в пространстве H′(M); кроме того,
найдены точные условия единственности решения данной задачи.
Во втором параграфе третьей главы рассматриваются L-гармоничес-
кие функции, т.е. случай c(x) 6≡ 0 на каждом конце Di многообразия.
Обозначим
Ii =
∞∫
r0
1
si(t)


t∫
r0
ci(z)si(z)dz

 dt.
Теорема 3.2. Пусть Di — квазимодельный конец. Справедливы следу-
ющие утверждения.
(i) Если конец Di имеет L-гиперболический тип, то Di является L-
регулярным тогда и только тогда, когда Jij = ∞ для всех j = 1, . . . , k.
(ii) Если конец Di имеет L-параболический тип и Nij = ∞ для всех
j = 1, . . . , k, то Di является L-регулярным.
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Замечание. Конец Di имеет L-гиперболический тип тогда и только тогда,
когда Ii < ∞. Кроме того, всякий квазимодельный конец L-гиперболичес-
кого типа является L-строгим.
Результаты третьей главы опубликованы в работах [10]–[12], [16]–[21].
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